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銀行間取引におけるリスク分析





We propose an evaluation model of ”Systemic risk” which is collapse of entire financial sys-
tem. Firstly, we formulate the interbank monetary flows in the financial system by the stochastic
diﬀerential equation of Bessel process. Secondly, we define a new model of systemic risk, which
has asymmetric intensity of interbank lending and we compare it with two traditional models of
symmetric intensity. The asymmetric intensity model explains the dynamics of the monetary re-
serve for banks and we evaluate the survival probability of banks. For the systemic risk defined
by systematic events, we analyze the diﬀerences among these models of systemic risk and we
appraise the models of systemic risk.


















































































但し、i = 1,…,N、j = 1,…,Nとし、δi ≥ 0は銀行 iの営業活
動による成長率、(W1(t), . . . ,WN(t))は N次元標準ブラウン運
動とする。pi j は銀行 iと jの間での取引の貸借強度で [0, 1]






















となる。但し、χ(t) = ∑Ni=1 Xi(t)とする。(2)式を「システミッ
クリスクモデル」と呼ぶことにする。ここで、システミック
イベント（システム全体の破綻) Ωˆs を次のように定義する。
Ωˆs :＝ {∀t > 0, X¯t = 0}
但し、X¯t は銀行 i(= 1, . . . ,N)の平均マネタリーリザーブ過程
とする。χ(t) := ∑Ni=1 Xi(t) = NX¯t であることから、






pi j が、pi j = pji のような対称性をもつ、すなわち銀行 iから
jへの取引と銀行 jから iへの取引の貸借の度合いが等しい
とき、
pi j = pji :=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
|Xj(s)−Xi(s)| , |Xj(s) − Xi(s)| ≥ 1
|Xj(s) − Xi(s)| , |Xj(s) − Xi(s)| ≤ 1
とし、0 ≤ pi j = pji ≤ 1 となるように定義する。このとき、













(Xi(s) − Xj(s))pji(X(s)) = 0
このとき、(2)式は














・δ ≥ 2のときは、常に χ(t) > 0となるので、システミック
イベントが起こらない。





























(Xli (s) − Xj(s)).pjli (X(s))| (4)
但し、k(∈ {1, . . . ,N})は N 行の銀行の中からランダムに選ば
れた銀行の行数、{l1, . . . , lk}(∈ {1, . . . ,N}) は k 行の銀行の名





k 行の銀行 {l1, . . . , lk} が他の銀行 {1, . . . ,N} との間で取引
を行うと仮定し、全ての取引が閾値を下回ってデフォルトし
た場合に (5)式が成り立つ。銀行間取引は 1行あたり (N-1)


























|(Xli (s) − Xj(s)).pjli (X(s))|
< 2c0 :=
1















(Xj(s) − Xli (s)).pli j(X(s)) ≥ 2c0k (6)
が成り立つとき、ある時刻 tで k行の銀行がデフォルトする
確率は、





(3)式を元に改良し、k行の銀行 {l1, . . . , lk}のマネタリーリ

























Xi(s)dWi(s) ; 0 ≤ t ≤ ∞
(7)
但し、δk := ∑ki=1 δli、(W1(t), . . . ,Wk(t))は k次元標準ブラウン
運動とする。
さらに、(7)式の δk の代わりに δ¯を用いた、銀行間貸借強
度 pi j に対称性があり、銀行間取引の要素を加えた k行の銀
行 {l1, . . . , lk}のシステミックリスクモデル χ˜k(t)は



































































銀行間貸借強度 pi j が pi j ! pji の関係が成り立つような、





|Xj(s)−Xi(s)| , |Xj(s) − Xi(s)| ≥ Xi(s)
|Xj(s)−Xi(s)|
Xi(s)




|Xj(s)−Xi(s)| , |Xj(s) − Xi(s)| ≥ Xj(s)
|Xj(s)−Xi(s)|
Xj(s)
, |Xj(s) − Xi(s)| ≤ Xj(s)


















クリスクモデルは、k(∈ {1, . . . ,N})行の銀行 {l1, . . . , lk}のマネ
タリーリザーブの和の変動を表す。よって、k行の銀行が関与
する取引における資金の貸借を表す、システミックリスクモ
デルの銀行間取引の項を次のように表す。但し、i = 1, . . . , k、









































ここで、i < jとなるような Xi(s)の数を考える。
i = 1のときは j = 2, . . . ,N なので、(N − 1)個となる。
i = 2のときは j = 3, . . . ,N なので、(N − 2)個となる。
同様に考えると、i = kのときは j = k+1, . . . ,Nなので (N−k)
個となる。
一方、 j < iとなるような Xj(s)の数は次のようになる。
j = 1のときは i = 2, . . . , kなので、(k − 1)個となる。
j = 2のときは i = 3, . . . , kなので、(k − 2)個となる。








= {(N − 1)X1(s) − (k − 1)X1(s)} + {(N − 2)X2(s) − (k − 2)X2(s)}
+ · · · + {(N − (k − 1))Xk−1(s) − Xk−1(s)} + (N − k)Xk(s)
= (N − k)X1(s) + (N − k)X2(s)
+ · · · + (N − k)Xk−1(s) + (N − k)Xk(s)







































= {(k − 1)X1(s) − (N − 1)X1(s)}
+ · · · + {Xk−1(s) − (N − (k − 1))Xk−1(s)} − (N − k)Xk(s)
= (k − N)X1(s) + (k − N)X2(s)
+ · · · + (k − N)Xk−1(s) + (k − N)Xk(s)



















i=1 Xi(s) ≥ 0 , Xj(s) ≥ Xi(s)
(k − N)∑ki=1 Xi(s) ≤ 0 , Xj(s) < Xi(s)
となる。等号成立条件、すなわち ∑ki=1∑Nj=1(Xj(s) −
Xi(s))pi j(X(s)) = 0 となるのは、N = k または ∑ki=1 Xi(s) = 0
のときである。
このことから、銀行間貸借強度 pi j に対称性がないときの




















Xi(s)dWi(s) ; 0 ≤ t ≤ ∞ (9)







ている。しかし、(9) 式は ∑ki=1∑Nj=1(Xj(s) − Xli (s)).pli j(X(s))
となっているのに対し、(8) 式ではその絶対値の上限となっ
ている。この部分の違いがシステミックリスクの最適な計量















(Xj(s) − Xli (s)).pli j(X(s))
となり、χ˜k(t) ≥ χˆk(t)となる。よって、同時刻においては銀
行間貸借強度 pi j に対称性がある k行の銀行のシステミック
リスクモデル χ˜k(t)が、対称性がない χˆk(t)よりも大きい値を
とることになる。
次に (7) 式の χk(t) と (9) 式の χˆk(t) の比較を行う。(7) 式




j=1(Xj(s) − Xli (s)).pli j(X(s))の値によって、(7)式と (9)
式の大小関係が変化する。
Xj(s) ≥ Xli (s) (i = 1, . . . , k j = 1, . . . ,N) のとき、∑k
i=1
∑N












となり、χˆk(t) ≥ χk(t) となる。一方、Xj(s) < Xli (s) のとき、∑k
i=1
∑N

















k 行の銀行 {l1, . . . , lk} のシステミックリスクモデル χk(t)、
χ˜k(t)、χˆk(t)の大小関係をまとめると次のようになる。
Xj(s) ≥ Xi(s)のときは、
χ˜k(t) ≥ χˆk(t) ≥ χk(t) (10)
となる。一方、Xj(s) < Xi(s)のときは、
χ˜k(t) ≥ χk(t) ≥ χˆk(t) (11)
となる。
5. 複数行の銀行の生存確率とデフォルトする確率
k 行の銀行 {l1, . . . , lk}のデフォルト時刻を、システミック
イベント Ωˆs が発生する時刻、すなわち k行の銀行のマネタ
リーリザーブの和を表すシステミックリスクモデルの値が 0
になる時刻とする。
銀行間貸借強度 pi j に対称性があるシステミックリスクモデ
ル χk(t)に対するデフォルト時刻を
τk := inf{t ≥ 0 : χk(t) = 0}
とする。銀行間貸借強度 pi j に対称性があり、銀行間取引の
項を加えたシステミックリスクモデル χ˜k(t) に対するデフォ
ルト時刻を
τ˜k := inf{t ≥ 0 : χ˜k(t) = 0}
とする。銀行間貸借強度に対称性がないシステミックリスク
モデル χˆk(t)に対するデフォルト時刻を
τˆk := inf{t ≥ 0 : χˆk(t) = 0}
とする。
Px(τk > t)、Px(τ˜k > t)、Px(τˆk > t) を、それぞれ χk(t)、
χ˜k(t)、χˆk(t)に対して、時刻 0からみた時刻 tでの k行の銀行
{l1, . . . , lk}の生存確率とする。(10)、(11)式より、Xj(s) ≥ Xi(s)
のときは、τk ≤ τˆk ≤ τ˜k となり、
Px(τk > t) ≤ Px(τˆk > t) ≤ Px(τ˜k > t)
となる。一方、Xj(s) ≤ Xi(s)のときは、τˆk ≤ τk ≤ τ˜k となり、
Px(τˆk > t) ≤ Px(τk > t) ≤ Px(τ˜k > t)
となる。
ここで、k行の銀行 {l1, . . . , lk}の生存確率 Px(τk > t)、Px(τ˜k >
t)、Px(τˆk > t)の定式化について考える。





χk(t)に対して、k行の銀行 {l1, . . . , lk}の時刻 tでの生存確率
Px(τk > t)は、ガンマー分布に従う確率変数を τk = (χk(0))22s と
した分布関数で表す。但し、Γ(a) := ∫ ∞0 ua−1e−udu(a > 0) は
ガンマー関数とする。





































































)ds ; t ≥ 0
(12)
同様に、銀行間貸借強度に対称性があり、銀行間取引の項
を加えたシステミックリスクモデル χ˜k(t) に対して、k 行の















)ds ; t ≥ 0 (13)
となる。
また、銀行間貸借強度に対称性がないシステミックリスク
モデル χˆk(t)に対して、k行の銀行 {l1, . . . , lk}の時刻 tでの生
存確率 Px(τˆk > t)は、














)ds ; t ≥ 0 (14)
となる。
ここで、(12)式、(13)式、(14)式の生存確率の計算式を用い
て数値実験を行い、銀行 iは 5行 (i = 1, 2, 3, 4, 5, N = 5)とし、
マネタリーリザーブの初期値 Xi(0)を (0.5, 0.4, 1.05, 1.25, 0.8)、
営業活動による成長率 δi を (1.1, 2.0, 1.0, 1.6, 0.8) とする。
Px(τk > t)、Px(τ˜k > t)、Px(τˆk > t)の時間に伴う変化は、それ
ぞれ図 4、図 5、図 6 のようになった。実線は 5 行の銀行 i
のうち 4行 (k = 4)の銀行 (i = 1, 2, 3, 4)の生存確率の変化を
表し、点線は 2行 (k = 2)の銀行 (i = 1, 2)の生存確率の変化
を表す。
図 4 銀行間貸借強度に対称性があるシステミックリスクモ





デル τˆk を用いた銀行の生存確率 Px(τˆk > t)
次に、時間毎（t = 5、t = 10、t = 15）の生存確率と銀行
間取引の項の値を下記の表にまとめた。表 1は k = 4、表 2
は k = 2の数値結果とする。銀行間貸借強度に対称性がある
場合、銀行間取引の項がないため、その値を 0とする。
生存確率 (k=4) モデルの種類 t=5 t=10 t=15 銀行間取引の項
Px(τk > t) 対称性あり 0.565343 0.05331407 0.00199871 0
Px(τ˜k > t) 対称性あり、銀行間取引項追加 0.5679298 0.05395012 0.0020332 0.015
Px(τˆk > t) 対称性なし 0.524289 0.04406051 0.00152131 -0.234446
表 1 複数行の銀行の生存確率 (k = 4)
生存確率 (k=2) モデルの種類 t=5 t=10 t=15 銀行間取引の項
Px(τk > t) 対称性あり 0.1363131 0.00320757 0.00004723 0
Px(τ˜k > t) 対称性あり、銀行間取引項追加 0.5054855 0.04030239 0.00134074 2.26
Px(τˆk > t) 対称性なし 0.4633307 0.03282077 0.0010051 2.025976








確率のグラフだが、両者とも同時刻において k = 2のときよ





小関係は k = 2より k = 4の方が大きい値をとっている。し
かし、このケースでは銀行間取引の項の値が k = 2では正の
値をとるのに対し、k = 4では負の値をとっており、営業活
動による成長率の和を加えた δˆ の値によっては k = 4 より
































0≤s≤t Xi(s) = 0) ; 0 ≤ t ≤ ∞ (15)
但し、1lはインディケーター関数とする。
銀行 i(= 1, . . . ,N) のマネタリーリザーブの値 Xi(t) が０に
なる時刻を
τi := inf{t ≥ 0 : Xi(t) = 0}
とし、銀行 iのデフォルトが発生する時刻とする。このとき、
P(min0≤s≤t Xi(s) = 0)を時刻 tまでに銀行 iのデフォルトが起
きる確率、P(min0≤s≤t Xi(s) ! 0)を時刻 tまでに銀行 iのデフォ
ルトが起きない確率とすると、
P(min
0≤s≤t Xi(s) = 0) =: P(τi < t)
P(min
0≤s≤t Xi(s) ! 0) =: P(τi > t)
となる。 また、銀行 iのマネタリーリザーブ過程 Xit もベッ
セル過程で表されたモデルなので、システミックリスクモデ
ル (χt)t のデフォルト時刻 τk と同様に、銀行 iのデフォルト
時刻 τi の分布もガンマー分布で表すことができる。
P(τi < t)と P(τi > t)を次のように表す。




























)ds ; t ≥ 0
P(τi < t) = 1 − P(τi > t)












)ds ; t ≥ 0
N 行の銀行のうち、ある時刻 tまでに k行の銀行 {l1, . . . , lk}
がデフォルトすると考えると、残り (N − k) 行の銀行 (!
{l1, . . . , lk}) はデフォルトしないことになる。k 行の銀行
























=N Ck[P(t > τl1 )] . . . [P(t > τlk )]
×[P(τi(k+1) > t)] . . . [P(τi(N) > t)] (16)
となる。但し、{i(k+ 1), . . . , i(N)}はデフォルトしない (N − k)
行の銀行とし、{i(k + 1), . . . , i(N)} ! {l1, . . . , lk}とする。銀行
i(= 1, . . . ,N) のマネタリーリザーブ過程 (X1(.), . . . , XN(.)) は
独立とする。
(16)式を用いた数値実験の結果を表 3に示した。但し、銀行
iは 5行 (i = 1, 2, 3, 4, 5, N = 5)の銀行 (1、2、3、4、5)とし、
マネタリーリザーブの初期値 Xi(0)を (0.5, 0.4, 1.05, 1.25, 0.8)
とし、営業活動による成長率 δi を (1.1, 2.0, 1.0, 1.6, 0.8)とす
る。N 行の銀行のうち、4行 (k = 4)、3行 (k = 3)の銀行が
デフォルトした場合の確率 Px(N0(t) = k) を時間毎（t = 1、
t = 2、t = 3、t = 5、t = 10）にまとめた。銀行 i のマネタ
リーリザーブ過程 Xit にも銀行間貸借強度 pi j が含まれてお
り、対称性の有無による確率の違いも示した。
Px(N0(t) = k) 対称性の有無 t=1 t=2 t=3 t=5 t=10
Px(N0(t) = 4) あり 0.1854284 0.493643 0.4943423 0.1952 0.0049131
Px(N0(t) = 3) あり 0.7286993 0.3573235 0.1191069 0.0779402 0.00000249
Px(N0(t) = 4) なし 0.248585 0.5281522 0.4804406 0.1754301 0.00413913
Px(N0(t) = 3) なし 0.6671407 0.2994912 0.0940322 0.0570379 0.00000163
表 3 k行の銀行のデフォルト確率 Px(N0(t) = k)
3行の銀行のデフォルト確率 Px(N0(t) = 3)は、銀行間貸借強
度に対称性があるときよりないときの方が低く、4行の銀行の
デフォルト確率 Px(N0(t) = 4)は、t = 1, 2と比較的時刻の短い
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